Нижегородская (XVII открытая)
 городская математическая олимпиада школьников

НИУ Высшая Школа Экономики – Нижний Новгород, 21 декабря 2019 года

УСЛОВИЯ И ИДЕИ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧ

7 класс

1. Существуют ли такие натуральные числа a и b, в десятичной записи каждого из которых есть кусок подряд стоящих цифр 2019 и при этом отношение a:b=2019? 
Ответ: да, например, 
[image: image83.wmf]. 

Комментарий: Решение этой задачи в общем виде для любого натурального N – см. задачу №6 для 8-го класса. 

2. Разрежьте какой-нибудь треугольник на три равнобедренных треугольника – остроугольный, прямоугольный и тупоугольный.
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Ответ: Возьмём, например, тупоугольный треугольник АВС с (А=45(, (В>90( и разрежем его (см. рис.), где ВН – высота, М – середина стороны ВС. (АВН – прямоугольный равнобедренный, (ВНМ – остроугольный равнобедренный (45(=90(–45(<(НВМ=(ВНМ<135(–45(=90(), (НМС – тупоугольный равнобедренный ((МСН=(МНС=90(–(ВНМ<90(–45(=45(, т.е. (НМС>180(–2∙45(=90().
Комментарий: Конечно же, есть и другие примеры.
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3.  Можно ли расставить в клетках таблицы 4(4 по одному все целые числа от 1 до 16 так, чтобы в каждой строке и в каждом столбце сумма чисел была простым числом?

Ответ: да, можно. Решение: Например, поступим следующим образом. Разобьём сначала наши числа на пары, дающие в сумме 17, и расставим эти пары так, чтобы в каждой строке и в каждом столбце сумма была равна 34=2∙17, записывая половину пар с меньшего числа, а половину – с большего. После этого (см. рис.) переставим числа 2 и 5, 4 и 7, стоящие в четырёх разных строках и столбцах. Тогда в каждом ряду сумма изменится на 3 и станет равной либо 31, либо 37, а это простые числа. 
Комментарий: Конечно же, есть и другие примеры. Кроме того, формулировка этой задачи с таблицей 4(4 является подсказкой для решения следующей задачи.

4. На олимпиаду имени Пифагора пришли 16 семиклассников. Могло ли так случиться, что для любых двух участников олимпиады найдутся ровно двое из остальных 14, знакомых с этими двумя? Знакомства взаимны. (переформулировка классической задачи)
Ответ: могло. Решение: Разместим детей в виде квадрата 4(4 и пусть будут знакомы дети, стоящие в одной строке или в одном столбце. Тогда у стоящих в одном ряду (строке или столбце) есть ровно два общих знакомых из этого ряда, а у стоящих одновременно в разных строках и столбцах будет ровно два общих знакомых на пересечении соответствующих двух строк и двух столбцов.

Комментарий 1: «Олимпиада имени Пифагора» подсказывает, что надо воспользоваться тем, что 16=42, т.к. согласно теореме Пифагора «Сумма КВАДРАТОВ катетов равна КВАДРАТУ гипотенузы». Математики шутят:(. А семиклассники про теорему Пифагора уже давно должны знать.
Комментарий 2: Важной подсказкой является также, к сожалению, типичное поведение многих школьников при рассадке на олимпиадах, когда друзья и одноклассники стремятся сесть рядом (фактически в одном ряду по вертикали или горизонтали):(! ОЛИМПИАДНАЯ МАТЕМАТИКА – это ИСКУССТВО, в том числе, искусство видеть подсказки вокруг! ВИДЕТЬ, но не слушать или подсматривать у сидящего рядом товарища:(.
5. Натуральные числа a и b удовлетворяют неравенству ab > 2019a+2020b. Какое наименьшее значение может принимать наибольшее из них?

Ответ: 4040. Пример: Пусть оба числа равны 4040, тогда 40402>2019∙4040+2020∙4040=(2019+2020)∙4040=4039∙4040 – верное неравенство.
Доказательство оценки 1: Предположим, что оба числа не превосходят 4039.  Исходное неравенство разделим на положительное число ab и получим 
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 – противоречие. Значит, наше предположение неверно и  хотя бы одно из чисел a и b больше 4039. 

Комментарий: Всё элегантно и коротко! Настоящая олимпиадная задача!
Доказательство оценки 2: Предположим, что оба натуральных числа не превосходят 4039. Исходное неравенство равносильно неравенству ab –2019a–2020b+2019∙2020>2019∙2020, т.е. (a–2020)(b–2019)>2019∙2020, при этом для натуральных a и b в пределах от 1 до 4039 будут выполняться неравенства 

–2019(a–2020(2019, –2018(b–2019(2020, значит, –2019∙2020((a–2020)(b–2019) ( 2019∙2020, что противоречит верному неравенству (a–2020)(b–2019)>2019∙2020. Значит, наше предположение неверно и  хотя бы одно из чисел a и b больше 4039.

Комментарий: Типичное разложение на множители в суммах, где в качестве слагаемых присутствуют произведение двух переменных и сами переменные с некоторыми коэффициентами. 

6. На шахматную доску поставили 6 королей, не бьющих друг друга. Какое наибольшее количество королей ещё можно гарантированно добавить на доску так, чтобы все поставленные короли не били друг друга?

Ответ: 3. Решение: Докажем теперь, что при любой начальной расстановке 6 королей на доску всегда можно поставить ещё хотя бы 3 королей. Заметим, что каждый из 6 поставленных королей сделал запретными для постановки других королей не более 9 клеток в виде квадрата 3(3 вокруг себя. Значит, 6 королей делают запретными не более 6(9=54 клеток, и не менее 64(54=10 клеток являются доступными для постановки допол[image: image59.png]


нительных королей. Раскрасим всё поле в четыре цвета квадратами 2(2 (см. рис. 1). Тогда по принципу Дирихле из 10 доступных клеток не менее 3 будут одного из цветов. Поставим королей на все доступные клетки этого цвета. Эти поставленные короли (не менее 3 штук) вместе с 6-ю уже стоящими образуют набор королей, не бьющих друга.
Приведём теперь контрпример, когда более 3 дополнительных королей поставить нельзя. Поставим королей так, как показано на рис.2. Тогда они оставят непобитыми ровно 3 зоны в виде квадратов 2(2, в каждый из которых можно поставить не более 1 короля. Значит, на доску можно будет дополнительно поставить не более 3 королей. 
[image: image60.png]


Комментарий 1: Классическая ситуация в задачах типа «оценка+пример», когда оценка доказывается с помощью контрпримера, а существование примера доказывается для любой возможной расстановки.
Комментарий 2: Интересной было попытка нескольких школьников сослаться на  минимальное количество королей, не бьющих друг друга, когда нельзя добавить новых королей. Как известно, их количество равно 9, а оценка доказывается методом разбиения на части с выделением «якорей»-центров частей (рис.3). Но … если, например, поставили 6 королей в центры 6 левых частей, то в оставшуюся зону можно поставить ещё 4 королей (рис.4). Таким образом, идея минимального количества королей на доске не помогает решить нашу задачу.

8 класс

1. 14-летний восьмиклассник Вася в день рождения своей младшей сестры Нади 21 декабря 2019 года обнаружил, что и год рождения Нади (N), и число N–1000, и число N–2000 можно представить в виде разности двух степеней двойки. В каком году родилась Надя? (Степень двойки равна 2k, где k  – натуральное число.)
Ответ: 2016. Решение 1: Действительно, N = 2016 = 2048–32 = 211–25, N–1000 = 1016 = 1024–8 = 210–23, N–2000 = 16 = 32–16 = 25–24. Наде явно стало не больше 14 лет, значит, она родилась в чётном году 2006 по 2018 год, т.к. N – чётное число по условию, как разностью двоек в натуральных степенях. Но в этом интервале только число 2016 является разностью степеней двойки 2048–32. Если же взять большую степень двойки, то разность степеней двойки уже будет не меньше 2048.
Комментарий 1:  Но написанный выше текст не может быть оценён в полный балл без наличия чётких оценок и полного перебора. Предложим ниже аккуратное алгебраическое решение, избегающее перебора.
Решение 2: Пусть N=2a–2b, где a>b(1 – различные натуральные числа. По условию Наде не больше 14 лет, значит, 2019–14=2005(N(2019. Тогда 211 = 2048 >2019 ( N = 2a–2b ( 
2a–2a-1=2a-1, т.е. a–1<11, также 210=1024<2005(N=2a–2b<2a, т.е. 10<a, значит, a=11. Кроме того,  211–26 = 2048–64 = 1984 < 2005 ( N = 211–2b ( 2019 < 2032 = 2048–16 = 211–24, значит, 6>b>4, откуда b=5, т.е. N=211–25 = 2048–32 = 2016. И это число подходит под два остальных условия N–1000 = 1016 = 1024–8 = 210–23, N–2000 = 16 = 32–16 = 25–24.
Комментарий 2:  Таким образом, видим, что условия про числа N–1000 и N–2000 были лишними и отвлекали школьников, не видящих главного, на излишний перебор. 

Вывод:  Старайтесь видеть в задаче главное, не отвлекаясь на лишнее! Но … часто и мелочи ОЧЕНЬ важны!
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2. В треугольнике АВС со сторонами АВ=1 и ВС=4 медиана ВМ=2. Докажите, что треугольник АВС – тупоугольный.
Доказательство 1: Достроим до параллелограмма ABCB’, тогда BB’=2∙ВМ=4=ВС=АB’. Значит, треугольник ABB’ – равнобедренный, (АВВ’=(BAB’<90(, тогда (ABB’+(AB’B=180(–(BAB’>90(, но (АB’В=(B’BC (как накрест лежащие при параллельных ВС и AB’), следовательно, (АВС=(ABB’+(B’BC=(ABB’+(AB’B>90(, т.е. треугольник АВС – тупоугольный, что и требовалось доказать.
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Комментарий 1: На олимпиаду всё-таки надо приходить хоть с какой-то школьной подготовкой по геометрии. Кроме того, идея достроения до параллелограмма является классической.
Доказательство 2: Пусть К – середина ВС, тогда ВК=4:2=2=ВМ, т.е. треугольник ВМК – равнобедренный, значит, (ВКМ – острый угол (при основании равнобедренного треугольника), (МКС=180(–(ВКМ – тупой, но (АВС=(МКС как соответственные в силу параллельности средней линии МК и стороны АВ (при секущей ВК). Следовательно, (АВС – тупой, что и требовалось доказать. 
Доказательство 3: Пусть АМ=МС=х, (А=(, (С=(, (АВМ=(, (МВС=(, т.е. (В=(+(, тогда (+(+(+(=180(. По неравенству треугольника в (ВМС имеем 2+х>4, откуда x>2. Значит, в силу того, что напротив большего угла в треугольнике лежит большая сторона, [image: image63.png]1]16]5 [12
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получаем для треугольников АВМ и ВМС соответственно, что x>2((>( и x>2((>(, значит, (+(>(+(=180(–((+(), откуда (АВС=(+(>90(, что и требовалось доказать. 
Комментарий 2: Вполне естественная идея использовать неравенство треугольника, т.к. надо было доказать неравенство для углов, а неравенства углов связаны с неравенством сторон, что является фактом равносильным неравенству треугольника. Убедитесь в этом самостоятельно!
3.  Сумма трёх неотрицательных чисел a, b и с равна 3. Докажите, что  
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Решение: 
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 при любом неотрицательном x. При x=1 будет равенство; при x>1 у обеих дробей будут равные  положительные числители, а знаменатель левой дроби будет больше, тогда левая дробь будет меньше; при  0(x<1 у обеих дробей будут равные  отрицательные числители, а знаменатель левой дроби будет меньше, тогда левая дробь также будет меньше.

Комментарий: Другое обоснование базового неравенства: 
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 – верное неравенство.
Комментарий: В прошлом году в 11 классе была дана следующая задача, которая привела в этом году к задаче для 8-го класса:(. 

11.6.2018. Сумма трёх неотрицательных чисел a, b и с равна 3. Докажите, что  
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Доказательство: Докажем для 0(a(3 неравенство 
[image: image10.wmf]16

13

3

2

3

2

a

a

a

-

£

+

+

 (1), сложив которое с двумя аналогичными для b и с, при  условии a+b+c=3 получим требуемое неравенство. Неравенство (1) равносильно цепочке неравенств 16a2+32(13a3–a4+39–3a (  a4–13a3+16a2+3a–7=(a–1)2(a2–11a–7)(0, последнее из которых верно, т.к. у квадратного трехчлена a2–11a–7 корни лежат по разные стороны от отрезка [0; 3], значит, на этом отрезке он принимает только отрицательные значения.

Комментарий: Как догадаться до неравенства (1)? Более подробно про этот метод можно прочитать в статье М. Горелова "Метод множителей Лагранжа" в журнале "Квант" №5-6, 2015г.

Комментарий из 2019 года: Надеемся, что среди участников нынешней олимпиады по 9-11-м классам  есть те, кто изучил метод множителей Лагранжа, а нынешние 7-8-классники обязательно познакомятся с этим методом и к 9 классу будут им владеть.
4. На шахматной доске стоят 8 ладей, не бьющих друг друга. При каком наименьшем n в левом верхнем и правом нижнем квадратах n(n гарантированно стоит поровну ладей? 
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Ответ: При n=4. Решение: В 4-х верхних строках и 4-х правых столбцах стоит по 4 ладьи, а за исключением правого верхнего квадрата 4(4 в левом верхнем и правом нижнем квадратах 4(4 останется поровну ладей. При меньших n см. общий контр-пример.

Комментарий: Факт о том, что в противоположных квадратах 4(4 стоит поровну ладей, является известной задачей С.Л.Берлова, которая фактически превратилась в лемму. Приведём ниже ещё несколько задач, где работает задача-лемма Берлова. Попробуйте их решить и придумать свои задачи на подобную тематику. Вот прекрасный пример того, как простая красивая олимпиадная задача стала леммой!
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1. На шахматной доске стоят 8 ладей, не бьющих друг друга. Докажите, что на чёрных клетках стоит чётное количество ладей.  (Классическая известная задача)

2. В таблице 4(4 закрашены некоторые клетки. Разрешается менять местами любые два столбца или две строки. Можно ли с помощью таких операций из левой таблицы получить правую? (Личная олимпиада 6-7 классов, 18 Уральский ТЮМ)

3. На шахматной доске 100(100 стоит 100 не бьющих друг друга ферзей. Этот квадрат разбили на 4 квадрата 50(50. Докажите, что в каждом из квадратов разбиения есть хотя бы по одному ферзю. (6 класс, 43 Уральский ТЮМ, 2 тур)(И.К. Исмагилов)
5. Докажите, что средняя линия трапеции с перпендикулярными диагоналями меньше полусуммы её боковых сторон. (классический факт)
Доказательство 1: Введём обозначения так, как показано на рисунке, где AD – большее основание трапеции, ВС – меньшее основание, М и К – середины этих оснований соответственно, P  и Q  – середины боковых сторон АВ и СD соответственно, О – точка пересечения диагоналей трапеции. Тогда по свойству медианы из вершины прямого угла в прямоугольном треугольнике имеем ОР=АВ/2, OQ=CD/2, значит, по неравенству треугольника для треугольника POQ получим, что PQ<PO+OQ=(AB+CD)/2, что и требовалось доказать.
Комментарий 1: Но у приведённого выше решения есть один очень важный недостаток, из-за которого максимальную оценку в 7 баллов уже не получить. Не доказано, что POQ – треугольник, т.к. точка О теоретически может попасть на среднюю линию, что, конечно же, в трапеции невозможно. Таким образом, при всей простоте решения всё-таки требуется обосновать, что точка О не лежит на средней линии. Приведём еще некоторые, значительно более долгие и сложные доказательства, но … использующие полезные идеи и соображения, которые пригодятся в других задачах, например, параллелограмм Вариньона, лемма о трапеции и разложение вектора средней линии четырёхугольника.  
[image: image66.png]


Доказательство 2: Применим те же обозначения, что и в первом доказательстве, добавив точку пересечения продолжений боковых сторон N.  Тогда по лемме о трапеции точки N, M, К и О лежат на одной прямой. По свойству  средней линии трапеции и свойству медианы из вершины прямого угла для прямоугольных треугольников AOD и ВОС получим, что  PQ=(AD+ВС)/2=AD/2+ВС/2= МО+ОК=МК. Треугольники BNC и AND  подобны, тогда их коэффициент подобия k=AN/BN=DN/CN=MN/KN>1. Согласно классическому неравенству между медианой и сторонами треугольника, выходящими из одной вершины, имеем KN<(BN+CN)/2, что доказывается построением до параллелограмма, в котором диагональю становится удвоенная медиана. Умножим это неравенство на (k–1)>0, получим (k–1)∙KN<((k–1)∙BN+(k–1)∙CN)/2, что даёт нам неравенство MK<(AB+DC)/2, которое с учётом равенства PQ=MK превращается в требующееся нам неравенство PQ<(AB+DC)/2.
[image: image67.png]


Комментарий 2: На самом деле этот факт верен для любого четырёхугольника с перпендикулярными диагоналями и непараллельными сторонами, что следует из приведённого ниже третьего доказательства с помощью параллелограмма Вариньона и векторов.

Доказательство 3: Как известно, PKQM – параллелограмм Вариньона. В случае перпендикулярных диагоналей четырёхугольника АВСD этот параллелограмм будет прямоугольником, т.к. РМ=KQ=BD/2 и параллельны BD, РК=MQ=AC/2  и параллельны АС (как средние линии в соответствующих треугольниках), но AC и BD  – перпендикулярны, значит, перпендикулярны и параллельные им отрезки. Тогда PQ=MK как диагонали прямоугольника. Согласно классическому равенству между вектором средней линии четырёхугольника и полусуммой боковых сторон имеем 
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, но в силу непараллельности сторон AB и СD из этого векторного неравенства следует, что MK<(AB+DC)/2, откуда с учётом равенства PQ=MK получаем требующееся нам неравенство PQ<(AB+DC)/2.

Комментарий: Желающий быть успешным в олимпиадах должен знать многие факты, выходящие за пределы школьной программы, в частности, и про параллелограмм Вариньона, и про разложение вектора средней линии четырёхугольника (причём для любой 4-звенной замкнутой ломаной, в том числе и неплоской) через векторы боковых сторон, которое в пределе (когда одна из небоковых сторон стремится к нулю) является разложением вектора медианы в треугольнике через соседние с ней стороны.
6. Докажите, что любое натуральное число можно представить в виде отношения двух натуральных чисел, в десятичной записи каждого из которых встречаются подряд цифры 2019.
Доказательство: Рассмотрим для любого натурального числа N следующую цепочку дробей 
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, где a=2019N является k-значным числом (k(4), b=Nc начинается на 2019 и делится на N. Такое натуральное число b существует среди n+4-значных чисел в интервале от 201900…00 до 201999…99 (n – количество цифр в числе N), т.к. это 10n подряд идущих натуральных чисел, среди которых обязательно есть число, кратное N<10n. Применим теперь свойство ряда равных отношений и получим, что 
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. За счёт умножения b на 10k  и прибавления a в конце числителя на последних k местах будут стоять цифры числа a, а само число b∙10k+a будет в результате начинаться на 2019, число с∙10k заканчивается на k(4 нулей, значит, знаменатель с∙10k+2019 будет оканчиваться на 2019, т.е. и в числителе, и в знаменателе получившейся дроби будут встречаться подряд цифры 2019, что нам и требуется.
Комментарий: Это одна из красивейших алгебраических задач, верных для любого натурального числа, а не только для 2019, на свойство ряда равных отношений (см. книгу Понарина «Элементарная геометрия. т.1.» – с.16). Классика! Красиво! Как здорово, что в ОЛИМПИАДНОЙ МАТЕМАТИКЕ есть свойство ряда равных отношений! Пора бы ему уже и в школьную математику вернуться!
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9 класс

1. Существует ли квадратный трехчлен, не имеющий корней, у которого при увеличении свободного члена на 1 окажется  ровно один корень?

Ответ: да, например, –x2–1, не имеющий корней, превратится в –x2, имеющий ровно один корень (0).   
[image: image69.png]


Комментарий: Все такие квадратные трехчлены f(x) после выделения полного квадрата описываются очевидной формулой f(x)=a(x–b)2–1 при отрицательном a, т.к. график соответствующей параболы будет с ветвями вниз и при увеличении на 1 будет касаться оси абсцисс (см., например, рис. для трехчлена f(x)=–2(x–3)2–1).
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2. На стороне АС треугольника АВС взята точка К. Докажите, что прямая, проходящая через центры окружностей, вписанных в треугольники АВК и СВК, не пересекает отрезок АС.
Доказательство: Центры О1 и О2  вписанных окружностей лежат на биссектрисах всех углов своих треугольников, а точка I – центр вписанной окружности всего треугольника АВС –  также  лежит на биссектрисах углов этого треугольника. Тогда луч BI лежит между лучами ВО1 и ВО2, а сама точка I лежит на лучах АО1 и СО2 за точками О1 и О2 (см. рис.). Значит, прямая О1О2 пересекает стороны AI и CI треугольника ACI, т.е. не пересекает отрезок АС, что и требовалось доказать.
Комментарий: Ещё одно интересное решение было предложено несколькими школьниками, рассмотревшими две общие касательные к данным вписанным окружностям, которые в случае окружностей разного радиуса пересекаются на линии центров этих окружностей.
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3.  Новая шахматная фигура хитрый король бьёт на одну клетку по вертикали и максимум на две клетки по горизонтали (см. рис.). Какое наибольшее количество хитрых королей можно разместить на шахматной доске так, чтобы никто никого не бил?
Ответ: 24. Доказательство оценки: Разобьём каждую горизонталь на 3 части – 2 прямоугольника 1(3 и 1 прямоугольник 1(2, всего 3∙8=24 части (см. рис.2). В каждой такой части максимум 1 хитрый  король, значит, хитрых королей не более 24. Пример:  см. рис.2.
Комментарий: Типичная задача типа «оценка+пример» на доказательство оценки методом разбиения на части. К сожалению, подавляющее большинство школьников посчитали очевидным, что на каждой строке не более 3 «хитрых» королей, не доказывая этого, что привело к потере баллов.
4. Пусть ((n) – количество различных натуральных делителей натурального числа n, а р(n)  – количество различных простых делителей натурального числа n. Верно ли, что для всех натуральных n(2020 выполняется неравенство 
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Ответ: нет, неверно. Решение: Рассмотрим  число n=26∙33=1728<2020. Тогда ((1728)=((26∙33)=(6+1)∙(3+1)=28, р(1728)=2, а 
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Комментарий 1: Как известно, ((k)=((1+1)((2+1)… ((n+1) – количество натуральных делителей числа k, где (1, (2, …, (n соответственно степени вхождения простых чисел р1, р2, …, рn в разложение числа k. Например, ((1200)= ((24(31(52)=(4+1)(1+1)(2+1)=30. 
Комментарий 2: Предлагаем исследовать свойства функции р(n) и найти  другие интересные факты, которые можно было бы дать в качестве задач.
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5. На стороне АВ равнобедренного треугольника АВС (АВ=ВС) с (В=20( взята точка К такая, что АК:КВ=2:1. Докажите, что (АСК>7(ВСК.

 Доказательство 1:  Отметим внутри треугольника АВС точку О такую, что ОАС – равносторонний треугольник. Пусть окружность с центром О и радиусом R (R=ОА=ОС=АС) пересекает сторону АВ в точке Р (см. рис.). Тогда подсчёт углов показывает, что (АРС=(АОС/2=60(/2=30( (как вписанный), (ВСР=(АРС–(РВС=30(–20(=10(, (АРО=(РАО=(РАС–(ОАС=(180(–20()/2–60(=20(, (РВО=20(/2=10( (т.к. ВО – биссектриса угла АВС, О и В лежат на серединном перпендикуляре к АС – оси симметрии равнобедренного треугольника АВС), (РОВ=(АРО–(РВО=20(–10(=10(=(РВО, т.е. треугольник РВО – равнобедренный, значит, ВР=РО=ОА=R. Но АВ=ВР+РА<ВР+РО+ОА=3R, значит, ВК=АВ/3<R=ВР, т.е. точка К лежит между Р и В, откуда (ВСК<(ВСР=10(, а (АСК>(АСР=80(–10(=70(, т.е. (АСК>70(=7∙10(>7(ВСК, что и требовалось доказать.
Доказательство 2:  Удвоим сторону ВС за точку В, отметив там точку D. Получим прямоугольный треугольник ACD (см. рис.), т.к. медиана АВ равна половине стороны AD.  Точка К делит медиану АВ в отношении АК:КВ=2:1, значит, К – центроид (точка пересечения медиан) треугольника ACD, значит, К лежит на медиане СМ. В треугольнике CMD [image: image74.png]


выполняется неравенство DM<CM, т.к. DM=MA<CM (в прямоугольном треугольнике гипотенуза СМ длиннее катета АМ). Тогда выполняется неравенство для углов (в треугольнике напротив большей стороны лежит больший угол) в треугольнике CMD: (DCM<(MDC=(BAD=(ABC/2=20(/2=10(, Значит, (ВСК=(DCM<10(, (АСК=(ВСА–(ВСК>80(–10(=70(=7∙10(>7(ВСК,  следовательно, (АСК > 7(ВСК,  что и требовалось доказать.
Комментарий: Классическая ситуация, когда точка, делящая отрезок в отношении 2:1, рассматривается как центроид некоторого треугольника.

Доказательство 3:  Пусть Р – точка пересечения отрезка СК и медианы ВМ, тогда по теореме Менелая для треугольника АВМ и секущей СК получим, что [image: image75.png]
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, откуда ВР=РМ. Тогда СР>РМ=ВР, т.к. СР – гипотенуза в прямоугольном  треугольнике СРМ, значит, в треугольнике ВРС выполняется неравенство для сторон СР>ВР, откуда следует неравенство для лежащих напротив них углов (РВС>(ВСР, но (РВС=(МВС=20(:2=10(, т.к. ВМ – медиана-высота-биссектриса в равнобедренном треугольнике АВС. Значит, (ВСК=(ВСР<10(, тогда выполняется нужное нам неравенство (АСК > 80(–10(=70(=7∙10(>7(ВСК
6. Каждый из 25 одноклассников участвовал в трёх разных олимпиадах. Оказалось, что любые четверо из них участвовали в одной и той же олимпиаде. В каком наибольшем количестве различных олимпиад могли участвовать ученики этого класса?  

Ответ: 51 олимпиада. Решение 1 (доказательство оценки): Выделим одного школьника (А), он участвовал в некоторых трёх олимпиадах. Заметим теперь, что у каждого из остальных 24 школьников  хотя бы одна из  олимпиад  повторялась с этими тремя, т.к. он вместе с А входит в четвёрку школьников с общей олимпиадой. Значит, у каждого из 24 остальных школьников есть ещё максимум 2 новых олимпиады, тогда всего различных олимпиад не более 3+2∙24=51. Из данной оценки очевидным образом следует и пример – все школьники участвовали  в одной и той же олимпиаде и у каждого из 25 были ещё 2 свои неповторимые с другими школьниками олимпиады.

Комментарий 1: Как видим, задача под номером 6 была достаточно простой, но … «графские» задачи вызывают страх у многих школьников. Побеждаем страх, изучая теорию и решая задачи!
Комментарий 2: Приведём ещё два доказательства оценки, которые значительно сложнее первого, но являются весьма идейными, использующими классические идеи при решении «графских» задач – принцип крайнего и минимальную связность.
Доказательство оценки 2: Рассмотрим наименьшую по численности группу М из n(5 человек, в которой школьники не принимали участия в одной и той же олимпиаде. Выделим одного из них (А).  Тогда в каждой из n–1(4 возможных групп, составленной из А и ещё n–2 школьников, общей будет олимпиада, на которой не участвовал ровно 1 школьник из М. Тогда по принципу Дирихле с двумя группами у А есть общая олимпиада, значит, во всеми школьниками из этих групп у него есть общая олимпиада, т.е. со всеми остальными школьниками выделенной нами группы М. Следовательно, выделить наименьшую по численности группу М невозможно, значит, есть олимпиада, в которой участвовали все школьники. Тогда наименьшее количество олимпиад равно 1+25∙2=51, когда у каждого школьника есть ещё две своих олимпиады, в которых  не участвовал никто другой.
Доказательство оценки 3: Рассмотрим двудольный граф, в котором в одной доле вершины – школьники, во второй доле вершины – задачи, ребро соединяет школьника с решённой им задачей. Тогда в этом графе ровно Р=3∙25=75 рёбер-задач. Граф является связным, т.к. любые два школьника входят в некоторую четвёрку, имеющую общую задачу. Тогда в нашем связном графе выполняется классическое неравенство В–Р(1, где  В и Р – количества вершин и рёбер соответственно. Значит, В(Р+1=75+1=76, но 25 вершин – школьники, следовательно, вершин-задач будет не более В–25(76–25=51.
10 класс

1. Про многочлены f(x) и g(x) известно, что f(x)+g(x) и f(x)–g(x) монотонны на всём множестве действительных чисел. Верно ли, что f(x) и g(x)  также монотонны?
Ответ: нет. Решение:  Рассмотрим многочлены f(x)=x3+x  и  g(x)=x3–x. Тогда f(x)+g(x)=2x3 и f(x)+g(x)=2x – монотонно возрастающие функции, но многочлен g(x)=(x+1)x(x–1) не является монотонным, т.к. имеет три корня (–1, 0, 1).

2.  Найдите наибольшее N, для которого существуют такие N последовательных натуральных чисел, что у первого числа – 2 различных натуральных делителя, у второго – 3, у третьего – 4, …, у N–го – (N+1) делитель. (по мотивам задачи А.А.Ефимова, МГУ)

Ответ: N=2.  Пример: ((3)=2, ((4)=((22)=3, где ((k) – количество натуральных делителей числа k. Доказательство оценки: Докажем, что N(2. Предположим, что N(3. Тогда наименьшее число р – простое, т.к. ((р)=2, следующее число р+1=q2 – квадрат простого числа, т.к. ((р+1)=3.

1 случай. р – чётное, т.е. р=2, тогда ((р+1)=((3)=2(3.

2 случай. р – нечётное, тогда чётное число р+1= q2 – квадрат простого чётного числа, т.е. р+1=22=4 и ((р+2)=((5)=2(4.

В обоих случаях приходим к противоречию, значит, N(2. 

Комментарий: Как известно, ((k)=((1+1)((2+1)… ((n+1) – количество натуральных делителей числа k, где (1, (2, …, (n соответственно степени вхождения простых чисел р1, р2, …, рn в разложение числа k. Например, ((1200)= ((24(31(52)=(4+1)(1+1)(2+1)=30. 
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3. Дан вписанный четырёхугольник ABCD. Биссектриса угла ABC пересекает сторону AD в точке K, а биссектриса угла ADC пересекает сторону BC в точке N. Докажите, что прямая KN проходит через середину отрезка AC. (Задача предложена Леонидом Горбуновым, 11 класс, ФМШ Тюменской области)
Решение 1:   Пусть ρ(X,a) – это расстояние от точки Х до прямой a.  Докажем, что ρ(А, KN)=ρ(C, KN), т.е. AA’=CC’ (см. рис.). Из равенства синусов противоположных углов вписанного четырёхугольника и равноудалённости точки биссектрисы от сторон угла следует, что 
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, значит, в силу равенства и параллельности  отрезков АА’ и СС’ четырёхугольник AA’CC” является параллелограммом. Тогда диагональ A’C’, лежащая на KN, проходит через центр параллелограмма точку М – середину диагонали АС, т.е. прямая KN проходит через середину отрезка AC, что и требовалось доказать. Отметим также, что у нас будет параллелограмм именно с таким порядком вершин, т.к. точки А и С лежат по разные стороны от прямой KN в силу данного нам условия пересечения биссектрис со сторонами, хотя факт видимо верен и при пересечении биссектрис с соответствующими прямыми.
Комментарий 1:  Приведённое в конце решения замечание является важным. Без ссылки на него школьнику уже нельзя поставить за подобное доказательство полный балл. 
Комментарий 2:  У этого красивого факта оказалось удивительно короткое и красивое доказательство, использующее и свойство биссектрисы, и свойство вписанного четырёхугольника!
Комментарий 3:  По формулировке задачи явно напрашивалось применить метод «параллельных палочек»:(, который и помог решить задачу вместе с методом площадей. Но … к сожалению, ни один из школьников не смог решить задачу методами площадей. Двое лучших участников олимпиады, решивших эту задачу, применили метод «параллельных палочек», продлив две противоположные стороны до пересечения в случае их непараллельности,  рассмотрев два возникающих подобных треугольника и выписав отношения, связанные с подобием и свойством внешней и внутренней биссектрис.
[image: image77.png]


4. Сумма положительных чисел x, y и z равна 1. Докажите неравенство x2y+y2z+z2x((xy+yz+zx)2.  
Доказательство 1 (авторское): Данное неравенство является неравенством Иенсена для выпуклой (вниз) функции f(t)=t2, точек с абсциссами x, y, z и соответствующими им положительными массами y, z и x с суммой 1. 
Комментарий 1: Хитрый трюк!:)

Доказательство 2: Данное неравенство является неравенством Коши-Буняковского-Шварца (КБШ)   (a12+a22+...+an2)(b12+b22+...+bn2)( (a1b1+a2b2+...+anbn)2 для двух наборов чисел 
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Комментарий 2: Как известно, самым простым доказательством неравенства КБШ является перенос в одну часть с выделением суммы полных квадратов, что приведёт нас к ещё одному доказательству, которое было найдено школьником, видимо не знавшим КБШ, но догадавшимся, что можно выделить сумму полных квадратов.
Комментарий 3: Кроме того, в силу разной размерности в левой и правой частях (3 против 4) напрашивается применить метод «мэтра», домножив левую часть на 1=x+y+z.
Доказательство 3 (метод выделения полных квадратов): x2y+y2z+z2x((xy+yz+zx)2 (  (x+y+z)(x2y+y2z+z2x)((xy+yz+zx)2 ( (после раскрытия скобок, возведения в квадрат правой части и сокращения равных слагаемых, но не всех) (x3y+z2xy)+(y3z+x2yz)+(z3x+y2zx) ( 2x2yz+2y2zx+2z2xy ( (x3y–2x2yz+z2xy)+(y3z–2y2zx+x2yz)+(z3x–2z2xy+y2zx)(0 ( 
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 – верное неравенство.
Комментарий 4: Раз сработало выделение полных квадратов, то должно сработать и неравенство Коши для двух чисел в силу своей равносильности с выделением полных квадратов. Предлагаем вам самостоятельно доказать наше неравенство с помощью неравенства Коши.
Комментарий 5: Следствием из КБШ является лемма Титу, которую часто называют КБШ  для дробей: 
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 для действительных xi и положительных yi. И здесь она также сработала.
Доказательство 4: Выделим квадраты в числителях и воспользуемся леммой Титу 
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2

2

2

2

2

2

2

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

zx

yz

xy

x

z

y

zx

yz

xy

x

zx

z

yz

y

xy

x

z

z

y

y

x

+

+

=

+

+

+

+

³

+

+

=

+

+

.
Комментарий 6: Также напрашивается применить при доказательстве транснеравенство (см. задачу 10.34 в книге Алфутовой, Устинова «Алгебра и теория чисел для математических школ», одной из главных книг олимпиадника). [image: image78.png]|
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Но транснеравенство обладает одним очень тонким моментом – упорядочить числа можно только в случае симметрического неравенства, а если оно циклическое, то надо рассматривать несколько случаев или же лучше … применить теорию одномонотонных последовательностей, которая даёт нам наибольшую сумму попарных произведений для одномонотонных последовательностей, но не даёт нам наименьшей суммы. Кроме того надо умело «трюкачить» с умножением на (–1). В результате несколько школьников на олимпиаде неверно применили транснеравенство, не разобравшись в  цикличности исходного неравенства..
Определение: Две последовательности (a1, a2, …, an) и (b1, b2, …, bn) называются одномонотонными, если существует такая перестановка индексов (i1, i2, …, in), что обе последовательности станут невозрастающими, т.е. 
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Доказательство 5: x2y+y2z+z2x((xy+yz+zx)2 (  (x+y+z)(x2y+y2z+z2x)((xy+yz+zx)2 ( (после раскрытия скобок, возведения в квадрат правой части и сокращения равных слагаемых) x3y+y3z+z3x( x2yz+y2zx+z2xy ( (разделим обе части на xyz>0) 
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 – верное неравенство – это транснеравенство для одномонотонных последовательностей  
[image: image29.wmf])
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, т.к. функции 
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 – возрастающие на  множестве положительных чисел.
Вывод: Классические неравенства надо знать, видеть их и верно их применять! См., например, также решения задачи 10.4 с олимпиады 2015 года. 
2015.10.4. Докажите для любых действительных чисел неравенство (x+y+z)2(2x2+3y2+6z2. Доказательство 1:   Возведём левую часть неравенства в квадрат, сократим подобные слагаемые и получим следующее равносильное неравенство 2xy+2yz+2zx(x2+2y2+5z2. Перенесём все слагаемые в одну часть и выделим три полных квадрата 
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, которые в сумме дадут неотрицательное число, что равносильно исходному неравенству. 

Доказательство 2:   Равносильное неравенство 2xy+2yz+2zx(x2+2y2+5z2 можно доказать, рассмотрев квадратный трехчлен относительно x, который всегда будет принимать неотрицательные значения  (x2–2x(y+z)+2y2+5z2–2zy(0), т.к. старший коэффициент 1 – положителен, а его дискриминант  D=4(y+z)2–4(2y2+5z2–2zy) = –4(y–2z)2(0.

Доказательство 3:   Рассмотрим два вектора 
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. Воспользуемся векторным неравенством Коши-Буняковского 
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. Подставим координаты наших векторов в данное неравенство и получим, что  
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, а это равносильно  требуемому нам неравенству 
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Доказательство 4:   Сразу воспользуемся обобщенным неравенством Коши-Буняковского-Шварца (a1b1+a2b2+...+anbn)2((a12+a22+...+an2)(b12+b22+...+bn2), которое справедливо для двух наборов любых действительных чисел a1, a2, ..., an и b1, b2, ..., bn. Рассмотрим наборы 
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, применим для них неравенство и получим требуемое нам неравенство.

Доказательство 5:   Сделаем замену переменных x=az, y=bz, тогда наше неравенство превратится в равносильное неравенство  (a+b+1)2z2((2a2+3b2+6)z2. В первом случае z=0 неравенство является очевидным, во втором случае z(0  получим неравенство (a+b+1)2((2a2+3b2+6), которое равносильно неравенству a2+2b2–2ab–2a–2b+5(0, что равносильно верному неравенству (a–b–1)2+(b–2)2(0. 

Доказательство 6:   Воспользуемся неравенством Иенсена (см. справа), с которым можно ознакомиться, например, по одноимённой статье О.Ижболдина и Л.Курляндчика  в журнале «Квант», №4 за 2000 год. Рассмотрим функцию f(x)=x2  и наборы чисел x1=2x, x2=3y, x3=6z, (1=
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, (2=
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, применив для которых неравенство Иенсена, мы получим требуемое нам неравенство.

Доказательство 7 (метод «кошизации»:():   Заметим, что неравенство имеет вид «сумма не меньше суммы произведений», значит, с высокой вероятностью это неравенство можно доказать с помощью неравенства Коши, сложив, явно три неравенства. Введём такие положительные коэффициенты a1, a2, b1, b2, c1 и с2, что из неравенства Коши для двух чисел следует: 
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[image: image45.wmf]zx
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. Пусть a1b2=b1c2=c1a2=1, a1+a2=1, b1+b2=2, c1+c2=5  (*) тогда сложим наши три вышеприведённых неравенства и получим требуемое нам. Значит, надо решить в положительных числах  полученную систему (*). Это нетрудно сделать, в результате получим: 
[image: image46.wmf]2
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, значит, существуют нужные нам для сложения три верных неравенства. Таким образом, нами доказано неравенство с помощью неравенства Коши, т.е. метод «кошизации»:( оказался действенным.

Комментарий: Все вышеописанные решения даны для того, чтобы была возможность готовиться к олимпиадам, зная достаточное количество методов доказательства классических неравенств. 

5. Дан треугольник ABC, точки I и J – соответственно центры его вписанной окружности и вневписанной окружности, касающейся стороны AC. На прямой IJ выбраны такие точки P и Q, что AP(AB, CQ(CB. Докажите, что IP=JQ . (Задача предложена Леонидом Горбуновым, 11 класс, ФМШ Тюменской области)
Доказательство:    Точки I, J лежат на биссектрисе угла B; пусть она пересекает повторно описанную окружность в точке E. Также заметим, что прямые AP и CQ пересекаются на этой же окружности в точке F, которая диаметрально противоположна B. По[image: image79.png]


скольку прямые BA, BC образуют равные углы с биссектрисой угла B, то перпендикулярные им прямые AP, CQ также образуют с ней равные углы, откуда треугольник PFQ – равнобедренный с основанием PQ (в частности, F могла совпасть с Е и дальнейшие рассуждения будут верны и для этого случая). Так как FE(PQ, то FE – высота в этом равнобедренном треугольнике, значит, и медиана, т.е. PE=QE. Но IE=JE по лемме Мансиона (лемме о «куриной лапке»), откуда IP=JQ. 
Комментарий: Предъявленное короткое авторское решение базируется на методе «параллельных» палочек, когда мы продлеваем-укорачиваем отрезки, получив их точку пересечения F, диаметрально противоположную В, которая и оказалась ключевой в решении. К сожалению, ни один из решивших задачу не нашёл такого красивого решения. В подавляющем большинстве решения сводились к длинному счёту углов, теореме синусов с проецированием точек биссектрисы на стороны угла. 
6. В олимпийском турнире (в каждом круге команды разбиваются на пары, проигравшие выбывают, ничьих нет) участвуют 16 команд с различными рейтингами от 1 до 16. Матч считается неинтересным, если в нём участвуют команды, рейтинги которых отличаются более чем на 2; турнир считается интересным, если количество неинтересных матчей будет минимально возможным. Верно ли, что в интересном турнире финал всегда будет неинтересным?
Ответ: да, финал будет неинтересным.  Доказательство 1: Если рассмотреть граф-дерево турнира, то между командами с рейтингами 1 и 16 существует путь, содержащий не более 7=2(3+1 рёбер, т.к. до финала состоятся три круга. Тогда по принципу Дирихле в одном из матчей на этом пути играли команды (вершины некоторого ребра), рейтинги которых отличались не менее чем на (16-1):7>2, т.е. хотя бы один из этих матчей обязательно был неинтересным. Пример ровно на 1 неинтересный матч существует, причём этот неинтересный матч как раз и будет сыгран в финале. 1-й круг (первыми указаны победители матчей) – 2-1, 4-3, 5-6, 7-8, 10-9, 12-11, 13-14, 15-16; 2-й круг – 4-2, 5-7, 12-10, 13-15; 3-й круг (полуфинал) – 4-5, 12-13; 4-й круг (финал) – 4-12. Значит, любой интересный турнир должен содержать ровно 1 неинтересный матч. Докажем, что этот матч обязательно состоится в финале. Рассмотрим граф-дерево турнира (см. рис.). В графе для каждой вершины указываем номер команды, которая остановится на данном этапе турнира, т.е., например, висячие вершины проиграли в первом круге, среди их соседей половина проиграет (остановится) в следующем, а половина пойдёт дальше. Предположим, что неинтересный матч (который обязательно есть на пути между командами 1 и 16, как выше было доказано) был не в финале. Тогда с точностью до симметрии можно считать, что это один из матчей с номерами 1-7 в правой части графа турнира, а команда номер 1 будет в левой части графа (или же там будет в симметричном случае команда номер 16, но тогда поменяем рейтинги в обратном порядке).  Рассмотрим несколько случаев. 1 слу[image: image80.png]Jokazkure, 910 ecin
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чай.  Неинтересный матч имеет номер 1, 2 или 6 (рис.1), тогда висячая вершина с этим ребром будет иметь номер 16, а в самом длинном пути (длины 7) вершины пойдут в порядке 1-3-5-7-9-11-13-15, т.к. только таким образом в графе можно дойти от 1 до 15. Но тогда от вершины 2 до вершины 15 будет вести путь не длиннее 6, что без неинтересных матчей невозможно, т.к. за максимум 6 рёбер от вершины 2 можно добраться только до вершины с номером максимум 2+2∙6=14. 2 случай. Неинтересный матч имеет номер 5 [image: image81.png]


или 7, тогда  в графе интересных матчей будет вершина с номером N(14, а самый длинный путь имеет длину 6. Значит, между номерами 1 и N  обязательно должен появиться неинтересный матч, т.к. от вершины 1 за максимум 6 матчей можно добраться до вершины с номером максимум 1+2∙6=13. 3 случай. Неинтересный матч имеет номер 3 (рис.2), значит, в правой компоненте связности графа  интересных матчей с 1 максимальный путь имеет длину 6, тогда команды 14, 15 и 16 попали в правую компоненту связности, туда же попадает 12 или 13, оставшаяся вершина этой пары является висячей вершиной вместе с 1 в самом длинном пути длины 6.  Тогда от вершины 2 до вершины 11 будет путь длины максимум 4, что без неинтересных матчей невозможно, т.к. от 2 за 4 ребра можно добраться максимум до 2+2∙4=10. 4 случай. Неинтересный матч имеет номер 4. Тогда в компоненту связности с 16 попадает 14 или 15 (см. рис.), а оставшаяся вершина этой пары является висячей вершиной вместе с 1 в самом длинном пути длины 7.  Тогда от вершины 2 до вершины 13 будет путь длины максимум 5, что без неинтересных матчей невозможно, т.к. от 2 за 5 рёбер можно добраться максимум до 2+2∙5=12. Значит, неинтересный матч мог быть только в финале, что и требовалось доказать.
Комментарий 1: Двумя лучшими участниками олимпиады после доказательства единственности неинтересного матча в интересном турнире было предъявлено более короткое рассуждение методом от противного, когда мы предполагаем, что финал был интересным, т.е. финалисты имеют либо номера (n, n+1), либо номера (n, n+2) с дальнейшим быстрым разбором этих случаев. Предлагаем вам самостоятельно разобрать оба этих случая. 
Комментарий 2: Типична ситуация, когда интересный олимпийский турнир оканчивается неинтересным финалом! Наберёмся терпения и подождём интересных финалов олимпийских турниров! 
11 класс

1. Докажите для любых действительных чисел x и y неравенство (x2+y2)2(8(x–y)2xy. 

Доказательство:   Пусть (x–y)2=a, 2xy=b, тогда x2+y2=(x–y)2+2xy=a+b и исходное неравенство превратилось в равносильное неравенство (a+b)2(4ab, которое верно в силу равносильности с неравенством (a–b)2(0.

Комментарий: Конечно, можно было помучиться – раскрыть скобки, перенести всё в одну часть, как-то далее преобразовать, например, выделив сумму квадратов, но … ОЛИМПИАДНАЯ МАТЕМАТИКА – это всё-таки ИСКУССТВО решать красиво!
2. Различные цифры a, b, c, d, e таковы, что пятизначные числа 
[image: image47.wmf]abcde

 и 
[image: image48.wmf]badce

 делятся на 11. Какие значения может принимать цифра е?

Ответ: 0. Решение: По признаку делимости на 11 знакочередующиеся суммы цифр исходных чисел e–d+c–b+a  и e–c+d–a+b делятся на 11, тогда на 11 делится их сумма, равная 2e, откуда e=0, как единственная цифра, дающая такую делимость. Причём пример таких чисел есть, например, числа 92510 и 29150 делятся на 11.
Комментарий: Идущий на олимпиаду 11-классник должен знать признак делимости на 11, как и идущий на олимпиаду 9-классник должен знать признак делимости на 9 … и много ещё других признаков делимости и свойств равноостаточности:(.
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3. Дан квадрат ABCD  и точка Р такая, что BP=BD, DP=DA. Точка М – середина ВР. Докажите, что MD=DА. (задача предложена Ильёй Германом, 10 класс, лицей №180 г.Н.Новгорода)

Доказательство 1 (чисто олимпиадное): Пусть сторона квадрата равна 1, тогда диагональ BD=
[image: image49.wmf]2

, ВА – касательная к окружности с центром в точке D и радиусом DA=1, на которой лежит точка Р в силу равенства DP=DA. Тогда степень точки В относительно этой окружности равна 1=ВА2=ВК∙ВР, где К – ближайшая к В точка пересечения отрезка ВР с этой окружностью (см. рис.). Значит, 
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, т.е. К – середина  отрезка ВР, значит, является точкой М, откуда и следует, что М лежит на нашей окружности, т.е. MD=DA, что и требовалось доказать. 

Комментарий 1: Если же школьник не знаком с понятием степень точки, тогда у него есть шанс решить эту задачу аналогичным образом, только без слов «степень точки», которые фактически и заменяют нижеследующие выделенные рассуждения, связанные с теоремой о секущей. Поэтому полезно знать идеи и факты, которые игнорирует школьная программа по геометрии, делая её более сложной и некрасивой, чем она есть на самом деле!

Доказательство 2 (чисто школьное): Пусть сторона квадрата равна 1, тогда диагональ BD=
[image: image51.wmf]2

, ВА – касательная к окружности с центром в точке D и радиусом DA=1, на которой лежит точка Р в силу равенства DP=DA. Пусть К – точка пересечения отрезка ВР с этой окружностью (см. рис.). Треугольники ВАК и ВРА – подобны, т.к. (АВК=(АВР, (ВАК=(КРА=(ВРА – равны половине дуги КА (как угол между секущей АК и касательной АВ, и как вписанный угол, опирающийся на дугу АК). Значит, ВА2=ВК∙ВР, но ВА=1, тогда 
[image: image52.wmf]2
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, т.е. К – середина  отрезка ВР, т.е. является точкой М, откуда и следует, что М лежит на нашей окружности, т.е. MD=DA, что и требовалось доказать.

Комментарий 2: Положение точки Р (ближе к А или ближе к С) никак не влияет на доказательство требуемого факта.
Комментарий 3: И конечно же, у этой задачи есть аналитические решения методом координат, с применением теорем синусов и косинусов, которые массово в разных вариациях приводились участниками олимпиады.
4. Какое наибольшее количество положительных корней может иметь многочлен f(x)=x2019+a2018∙x2018+a2017∙x2017+…+a1∙x+a0, у которого все коэффициенты ak (k принимает все целые значения от 0 до 2018) будут отрицательными?  (классическая задача)
Ответ: 1. Решение:  Пусть x – положительный корень многочлена, тогда                  x2019= –a2018∙x2018–a2017∙x2017–…–a1∙x–ao, что после деления на положительное число x2019 даст уравнение 
[image: image53.wmf]2019
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, которое имеет единственный положительный корень, т.к. функция справа является строго убывающей (от +( до 0) и непрерывной на интервале (0;+(), значит, каждое положительное значение (в частности, значение 1) принимает ровно 1 раз. Таким образом, у этого многочлена ровно 1 положительный корень независимо от набора отрицательных коэффициентов.
5. Найдите все возможные действительные t, для которых существуют действительные x, y и z такие, что xy+yz+zx=1 и 
[image: image54.wmf]xyz
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Ответ: 2. Решение:  Заметим, что x+y+z–xyz=x(xy+yz+zx)+y+z–xyz=(x2 +1)(y+z)= (аналогично) = (y2 +1)(z+x) = (z2 +1)(x+y). Выразим t из второго равенства, домножив левую сумму на знаменатель правой дроби, после чего при раскрытии скобок у каждой дроби будем его заменять одним из трёх полученных выше выражений со множителем, аналогичным знаменателю дроби, т.е. 
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. Значит, t=2. Причём при  t=2 существуют удовлетворяющие условию числа x, y, z, например, когда все они равны 
[image: image57.wmf]3
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 или x=y=1, z=0.
Комментарий 1: Вот так всё коротко и красиво:(!
Комментарий 2: К сожалению, все решившие задачу школьники не учли, что надо показать существование действительных x, y и z, при которых t=2, потеряв тем самым 1 балл.
6. Дан треугольник ABC, точки I и J – соответственно центры его вписанной окружности и вневписанной окружности, касающейся стороны AC. На прямой IJ выбраны такие точки P и Q, что AP(AB, CQ(CB. Докажите, что IP=JQ . (Задача предложена Леонидом Горбуновым, 11 класс, ФМШ Тюменской области)
Доказательство:  см. решение задачи №5 для 10-го класса.
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