Нижегородская (XIII открытая) городская математическая олимпиада школьников

НИУ Высшая Школа Экономики – Нижний Новгород, 22 ноября 2015 года

УСЛОВИЯ И ИДЕИ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧ

с комментариями и подсказками:(
6 класс

Общий комментарий к варианту 6-го класса: Если в  прошлом году на впервые проводившейся городской олимпиаде для 6 класса были даны 3 конструктивных задачи (№№1, 2 и 5), а №6 также фактически  являлась подобной задачей, но с доказательством, то в этом году учащимся 6-ого класса были предложены задачи, в которых уже требовалось применять классические олимпиадные идеи, например, шахматная раскраска (№2), парная стратегия (№4), индукционное построение примера (№5). Таким образом, для участия в олимпиадах требуются дополнительные знания. Поэтому приглашаем всех желающих учиться (бесплатно) в Школу информационных технологий и математики (ШИТМ). Информацию о занятиях можно взять в Интернете на странице Кузнецова Дмитрия Юрьевича (с сайта Высшей школы экономики). 

1. Найдите сумму всех нечётных натуральных чисел, делящихся на 5 и не превышающих 2015. 
твет:  204020. Решение: Эту сумму из 202 слагаемых (по одному числу из первых 202 десятков) 5+15+25+…+2005+2015 можно разбить на 101 пару с суммой 2020=5+2015=15+2005=…=1005+1015.
2. На угловых клетках a1и h1 шахматной доски стоят кони, которые одновременно делают ходы. Через какое наименьшее количество таких парных ходов кони могут оказаться на одной клетке? (идея предложена Максимом Зарковым, 9 класс, лицей №82 г.Н.Новгорода)
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Ответ:  Это невозможно сделать. Решение:  Изначально кони стоят на клетках разного цвета (а1 – чёрная клетка, h1 – белая клетка) и при каждом своём ходе опять будут оказываться на клетках разного цвета, т.к. конь каждым своим ходом меняет цвет клеток. Значит, кони не смогут оказаться одновременно на одной клетке.
Комментарий: В качестве намёка на применение в этой задаче шахматной раскраски дана раскраска треугольника в условии следующей задачи.
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3. Можно ли в 9 клетках треугольника со стороной 3 расставить по одному все целые числа от 1 до 9 так, чтобы в каждом из трёх треугольников со стороной 2 (из 4 клеток) сумма чисел была равна сумме в трёх отмеченных клетках (см. рисунок)? 

Ответ:  Да, можно, см. пример на рисунке.
4. Боря может закрашивать чёрным цветом одну белую клетку в изначально белом квадрате 2016(2016, а Вова – три белые клетки в форме уголка. Они по очереди совершают свои ходы, но у Вовы есть возможность выбрать очередь – первый или второй. Проигрывает тот, кто не может сходить. Сможет ли Вова выбрать себе очередь хода так, чтобы выиграть при правильной игре? 

Ответ:  Да, Вова сможет выиграть, если будет ходить вторым. Решение:  Для этого он разобьёт поле 2016(2016 на квадраты 2(2 и на каждый ход Бори будет отвечать ходом в тот же квадрат, докрасив его оставшиеся три белые клетки, которые будут обязательно расположены уголком. Таким образом, Вова всегда может ответить на ход Бори, а в силу конечности игры кто-то не сможет сходить и это будет Боря, т.е. Боря проиграет при такой стратегии Вовы.
Комментарий: Имя Вовы начинается на букву «В» и подсказывает, что Вове надо ходить вторым, чтобы выиграть:(. Кроме того, ясно, что при игре первым Вова гарантированно проигрывает, т.к. в этом случае из-за нечётности числа незакрашенных клеток после хода Вовы Боря  всегда сможет сходить. 

5. Правильная дробь называется аликвотной, если её числитель равен 1. Можно ли 1 представить в виде суммы 2015 различных аликвотных дробей? (классическая задача)
Ответ: Да. Решение:  Воспользуемся тем, что 
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. Тогда меньшее слагаемое можно будет разложить в сумму трёх меньших аликвотных дробей: 
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. Далее по аналогичному алгоритму мы можем самую маленькую дробь превратить в сумму ещё трёх меньших различных дробей, увеличив количество дробей на две. Таким образом, можно добиться того, что 1 станет суммой любого (не меньшего 3) нечётного количества (в частности, 2015) различных аликвотных дробей.
6. В однокруговом турнире на 16 шахматистов к некоторому моменту каждый сыграл  по 12 партий. Верно ли, что турнир обязательно удастся довести до конца за 3 дня, проводя каждый день по одному туру (тур ( разбиение шахматистов на 8 пар)? (классическая задача)
Ответ:   Необязательно. Решение:    Рассмотрим знаменитый граф, в котором каждая из 16 вершин имеет степень 3 (см. рисунок). Пусть этот граф соответствует несыгранным матчам между нашими шахматистами, а каждому предстоит ещё сыграть 3 матча. В этом [image: image67.png]O~ ©O©WL T ®mN
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графе невозможно выделить 8 непересекающихся пар вершин, соединённых в каждой паре ребром (8 паросочетаний), т.е. невозможно провести тур. Это очевидным образом следует для центральной вершины, которую надо взять в пару с одной из соседних. Тогда образуются две группы по 5 вершин, в каждой из которых разбиение на пары невозможно.
7 класс

1. Семиклассник Вася при решении этой задачи на олимпиаде 22 ноября 2015 года обнаружил, что год рождения его младшего брата Павлика делится на два различных двузначных симметричных простых числа 
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 и 
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. Сколько полных лет Павлику? 
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Ответ:  0 лет, т.к. Павлик родился в 2015 году. Решение:  Если рассмотреть все простые двузначные числа (11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97), то мы обнаружим 4 пары симметричных простых чисел (13, 31), (17, 71), (37, 73) и  (79, 97). Тогда год рождения Павлика, который согласно условию будет в пределах от 2003 до 2015 (семиклассник Вася явно родился не раньше 2000 года), должен делиться или на 13∙31=403 (подойдёт 2015), или на 17∙71=1207 (следующее число уже 2414), или на 37∙73=2701 (уже больше 2015), или на 79∙97=7663 (также больше 2015). Таким образом, Павлик родился в 2015 году, значит, ему пока 0 полных лет. 
Комментарий: Должна же была на олимпиадах  2015 года появиться задача, использующая симметрию простых чисел 13 и 31 в разложении на простые множители числа 2015=5∙13∙31.
2. Разрежьте квадрат на четыре равнобедренных непрямоугольных треугольника (необязательно равных).
Пример:  см. рисунок.  
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3.   Тренер футбольной команды любит играть в шахматы и расставлять своих 11 футболистов-фигур на клетках шахматной доски по следующим правилам: вратарь-король должен стоять на клетке d1 первой горизонтали, 4 защитника-ладьи должны стоять во 2-й или 3-й горизонталях, 3 полузащитника-коня – в 4-й или 5-й горизонталях, 2 нападающих-слона – в 7-й или 8-й горизонталях, а капитан-ферзь – в 6-й горизонтали, при этом каждый игрок-фигура должен иметь возможность «дать пас» хотя бы двум другим игрокам (т.е. «бить» по обычным шахматным правилам). Существует ли нужная тренеру расстановка фигур? 
Ответ:  да, например, см. рисунок.
4. Вычислите сумму 
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, если известно, что abc=1. (классическая задача)
Ответ:  1. Решение:   Заметим, 1+a+ab=abc+a+ab=a(bc+1+b)=a(bc+abc+b)=ab(c+ca+1), тогда 
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 EMBED Equation.3  [image: image7.wmf]=
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5. Докажите, что количество чётных десятизначных чисел из различных цифр кратно 41. 

Доказательство: Найдём это количество, воспользовавшись правилом произведения в комбинаторике и методом дополнения. Для этого сначала найдём количество всех таких 10-значных чисел – 9(9!, т.к. первую цифру числа можно выбрать 9-ю способами (любая ненулевая цифра), а все остальные 9 цифр можно расставить на 9 оставшихся местах 9! способами. Найдём теперь количество таких нечётных чисел – 5(8(8!, т.к. последнюю цифру можно выбрать 5-ю способами (любая нечётная цифра), после этого первую цифру можно выбрать 8-ю способами (любая ненулевая цифра, отличная от последней), а все остальные 8 цифр можно расставить на 8 оставшихся местах 8! способами. Значит, количество нужных нам чётных чисел равно 9(9!–5(8(8!=81(8!–40(8!=41(8!, следовательно, делится на 41.

Комментарий: Задачу можно было бы сформулировать в обычном виде «Сколько существует чётных десятизначных чисел из различных цифр?». Но … тогда с высокой вероятностью подавляющее большинство участников олимпиады начали бы считать с помощью метода перебора и стали бы ошибаться в выкладках. При данной нами формулировке задачи школьникам тем самым даётся возможность проверить полученный результат делимостью  найденного числа на 41.
6. По кругу стоят n коробок, в которых соответственно лежат 1, 2, 3, …, n камней. За один ход можно из коробки с большим количеством камней переложить один камень в соседнюю коробку с меньшим количеством камней. При каких n процесс может остановиться? 

Ответ: При нечётных n. Доказательство:  Если ещё есть рядом стоящие коробки с разным количеством камней, то процесс будет продолжаться. Значит, остановиться он может только в случае равенства количества камней в коробках. Тогда суммарное количество камней 1+2+…+n=(n+1)n/2 должно делиться на n, что возможно только при нечётном n. Значит, при чётном n процесс будет бесконечно долгим. Докажем теперь, что в случае нечётного n процесс действительно может остановиться. Пронумеруем камни в каждой коробке и введём для каждого камня «вес» – его номер. Изначально суммарный  вес всех камней равнялся n∙1+(n–1)∙2+(n–2)∙3+…+2∙(n–1)+1∙n. Если ещё не во всех коробках поровну, по р=(n+1)/2 камней, то по принципу Дирихле найдутся коробки двух таких видов, что в каждой коробке первого вида будет больше р, а в каждой коробке второго вида – меньше р камней, т.е. разница между количествами камней будет не меньше 2. Тогда возьмём две ближайшие коробки разного вида, в коробках между которыми количества камней будут не возрастать от большей коробки к меньшей. Такая группа коробок найдётся, иначе у нас будут только коробки двух видов, отличающиеся по количеству камней на 1. Тогда мы постепенно переложим один камень из большей коробки в меньшую, тем самым уменьшив суммарный «вес» всей системы камней хотя бы на 1. Бесконечно долго процесс убывания суммарного «веса» хотя бы на 1 идти не может, т.к. «вес» всегда будет натуральным числом. Значит, в некоторый момент процесс остановится, а в коробках окажется поровну камней.
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8 класс

1. На сторонах  ВС и AD прямоугольника ABCD (АВ<ВС) взяты соответственно точки Е и F  такие, что АЕ и BF  ( биссектрисы углов А и В соответственно. Биссектриса угла АЕС пересекает луч BF  в точке G. Докажите, что FG=AB.  

Доказательство: (АЕG=(CEG=(180(((АЕВ)/2=(180((45()/2=67,5(. (FGE=(BGE=(CEG((GBE=67,5((45(=22,5(. (FEG=(AEG((AEF=67,5((45(=22,5(. Значит, (FEG=(FGE, т.е. (FEG  ( равнобедренный и FG=FE. Но из условия следует, что ABEF  ( квадрат, значит, FG=АВ, что и требовалось доказать.

2. Существует ли десятизначное число из различных цифр, делящееся на 11? 

Ответ:  Да, например, 1024375869, которое к тому же является наименьшим числом с таким свойством. Сумма цифр этого числа равна 45, а знакочередующаяся сумма цифр кратна 11, значит, оно делится на 11 в силу признака делимости на 11.
Комментарий: Доказательство минимальности числа 1024375869 см. в решении задачи №3 для 10-го класса.
3. Решите в целых числах уравнение 
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Ответ:   a=2n, b=n, c=n, где n – любое целое ненулевое число.  Решение:   Начнём преобразовывать с учётом a(0. 
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, откуда следует, что каждая скобка равна 0, т.е. 
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4. Петя на поле 10(10 расставил 20 несоприкасающихся между собой кораблей 1(2. Какое наибольшее количество выстрелов (по разным клеткам) может сделать Вова так, чтобы гарантированно не попасть ни в один корабль? (Вова не видит расстановку кораблей.)
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Ответ и пример:  4 выстрела по клеткам, соседствующим с угловыми клетками по диагонали.  Доказательство оценки:   Заметим, что существуют три такие расстановки кораблей, что каждая из остальных клеток могла быть занята кораблём какой-то из этих расстановок с точностью до поворота и симметрии. Докажем теперь, что эти 4 клетки всегда будут пустыми. Каждый корабль занимает свои 6 узлов клетчатой решётки. Всего на доске 11²=121 узел, значит, 20 кораблей займут 20(6=120 узлов и ровно 1 узел окажется свободным. Если корабль займёт какую-то из 4 рассматриваемых клеток, тогда соседняя угловая клетка окажется свободной, значит, окажутся свободными угловой узел и по крайней мере ещё один из соседних с ним граничных узлов, т.к. обе клетки, соседние по стороне  с угловой, не могут быть заняты кораблями. Значит, получаем уже как минимум 2 свободных узла, ( противоречие.
5. О – центр правильного восьмиугольника A1A2…A8, Н и Р ( ортоцентры треугольников А1А3А6 и А1А2О соответственно. Докажите, что НРО ( равнобедренный треугольник.
[image: image72.png]A3,
/8627/5\



Доказательство:  Прямая А3Н перпендикулярна А1А6, значит, совпадает с прямой А3А8, которая параллельна А1А2, которая в свою очередь перпендикулярна ОР. Значит, ОР перпендикулярна А3Н. Кроме того, Р лежит на А1А3, т.к. А1 и А3 симметричны относительно А2О, а прямая А1А3 перпендикулярна А2О. А3А8 ( биссектриса (А1А3А7, равного  (РА3О, т.к. О лежит на А3А7. Получаем, что А3Н биссектриса (РА3О и перпендикулярна РО, значит, А3Н ( серединный перпендикуляр отрезка РО и НР=НО, т.е. (НРО ( равнобедренный.
Комментарий: Но … приведённого выше решения мало для получения полного балла, т.к. надо ещё обосновать, что НРО – действительно треугольник, исключив случай возможного расположения этих трёх точек на одной прямой. Например, можно указать, что точка Н лежит на прямой А2А6 в силу равнобедренности треугольника А1А3А6, но не совпадает с точкой О, значит, Н не лежит на прямой РО, которая пересекается с А2А6 в точке О.
6. ((k) – количество различных натуральных делителей натурального числа k. Существует ли такое натуральное число n>1000, для которого выполняется равенство ((n)=((n–1)=((n–2)? 

Ответ:  Да, существует, например, n=2015, т.к. все три подряд идущих числа 2013=3∙11∙61, 2014=2∙19∙53 и 2015=5∙13∙31 в своём разложении на простые множители имеют по 3 простых числа в первых степенях, значит, согласно формуле количества натуральных делителей у них будет по 8 натуральных делителей. 

Комментарий 1: Как известно, 
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, где (1, (2, …, (р – степени простых множителей в разложении натурального числа k на простые множители.

Комментарий 2: В условии специально дано n>1000, иначе быстро можно найти пример трёх подряд идущих чисел 33, 34, 35, у которых по 4 натуральных делителя. В нашем же случае очень важно было знать разложение на простые множители числа 2015 и близких к нему чисел, что является обязательным для участника математических олимпиад. 
Вывод: При подготовке к следующим олимпиадам нужно ещё знать разложения на простые множители чисел 2016=25∙32∙7, 2017 – простое и т.д.
9 класс

1. Найдите все квадратные трехчлены ax2+bx+c, у которых коэффициенты a, b, с  и корни x1, x2 образуют (в некотором порядке) множество из пяти последовательных натуральных чисел. 

Ответ: Таких трехчленов нет. Решение: Если бы все три коэффициента трехчлена были натуральными числами, то корни должны быть отрицательными числами, что противоречит условию.

2. В выпуклом четырёхугольнике ABCD (CBD=2(CAD, (CDB=2(СAВ. Докажите что CA – биссектриса угла ВСD. (задача предложена Александром Костроминым, 1 курс, мех-мат МГУ им. М.В.Ломоносова, выпускник лицея №87, г.Н.Новгорода)
[image: image73.png]


Доказательство 1:  Пусть описанная окружность треугольника ABD пересекает отрезок АС в точке I (такое пересечение будет именно на отрезке АС, что следует из ниже идущих рассуждений). Тогда в силу свойств вписанных углов, опирающихся на одну дугу, получим, что (IBD=(IAD=(CBD/2, (IDB=(IAB=(CDB/2. Значит, I – точка пересечения биссектрис углов CBD и CDВ (центр вписанной окружности треугольника BCD), тогда это точка пересечения всех трёх биссектрис треугольника BCD, т.е. луч СI (он же луч СА) – биссектриса угла BCD, что и требовалось доказать.
[image: image74.png]
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Доказательство 2:  Пусть описанная окружность треугольника BCD пересекает отрезок АС в точке О (такое пересечение будет именно на отрезке АС, что следует из ниже идущих рассуждений). Тогда в силу свойств вписанных углов, опирающихся на одну дугу, получим, что (СОD=(СВD=2(CАD, значит, (АDО=(COD–(CAD=(CAD, т.е. (AOD  – равнобедренный (АО=DО). Аналогично получаем, что АО=ВО, т.е. О – центр описанной окружности (ABD. Тогда в силу равенства хорд ОВ и OD будут равны и опирающиеся на них углы ВСО и DCO, значит, луч СО  (он же луч СА) – биссектриса угла BCD, что и требовалось доказать.
3. Тренер футбольной команды любит играть в шахматы и расставлять своих 11 футболистов-фигур на клетках шахматной доски по следующим правилам: вратарь-король должен стоять на клетке d1 первой горизонтали, 4 защитника-ладьи должны стоять во 2-й или 3-й горизонталях, 3 полузащитника-коня – в 4-й или 5-й горизонталях, 2 нападающих-слона – в 7-й или 8-й горизонталях, а капитан-ферзь – в 6-й горизонтали, при этом каждый игрок-фигура должен иметь возможность «дать пас» хотя бы двум другим игрокам (т.е. «бить» по обычным шахматным правилам). Существует ли нужная тренеру расстановка фигур, когда в каждой вертикали и в каждой горизонтали стоит хотя бы одна фигура? 
Ответ:  да, например, см. рисунок.
4. Известно, что 
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. Докажите, что a=b=c.

Доказательство:   Заметим, что левая и правая части неравенства равны, т.к. 
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.  Следовательно, равны все три выражения. Тогда, вычитая из первого выражения второе, получим, что  
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. Значит, числитель равен 0 и a2=b2=c2, но учитывая, что a+b(0, b+c(0, c+a(0, имеем a=b=c.
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5. На стороне АС правильного треугольника АВС взята точка К, проекциями которой на стороны АВ и ВС будут точки Р и N соответственно. Пусть М –  середина отрезка PN, О – центр треугольника АВС. Найдите отношение КМ:МО. (классическая задача)
Ответ:  КМ:МО=3:1. Решение:   Будем считать с точностью до симметрии, что точка К ближе к А чем к С. Пусть АР=x, CN=y, (x<y),  тогда АК=2x, СК=2y – гипотенузы в треугольниках АРК и CNK. Значит, сторона правильного треугольника АВС равна 2x+2y, высота 
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, а отрезок ОВ’ составляет треть этой высоты в силу свойств точки пересечения медиан треугольника, т.к. точка О является таковой в треугольнике АВС. Тогда в прямоугольном треугольнике  КОВ’ отношение катетов  равно 
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. Пусть Р’  и N’  – проекции точек Р и N  на сторону АС,  тогда 
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, в трапеции P’PNN’ средняя линия 
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. Значит, в прямоугольном треугольнике KMM’ отношение катетов  равно 
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. Получаем, что треугольники KMM’ и КОВ’ подобны, значит, лучи КМ и КО совпадают, точка М лежит на отрезке КО и 
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. Случай совпадения точек К и В’ даёт нужное нам отношение из отношения отрезков MM’ и OB’.  
Комментарий: По формулировке задачи «Найдите отношение КМ:МО» видно, что есть высокая вероятность решения задачи методом «параллельных палочек». Осталось только догадаться какую же параллельность провести. В нашем решении это были параллельные отрезки ОB’  и MM’. 
6. ((k) – количество различных натуральных делителей натурального числа k. Существует ли такое натуральное число n>1000, для которого выполняется равенство ((n)=((n–1)=((n–2)? 

Ответ:  Да, существует, например, n=2015, т.к. все три подряд идущих числа 2013=3∙11∙61, 2014=2∙19∙53 и 2015=5∙13∙31 в своём разложении на простые множители имеют по 3 простых числа в первых степенях, значит, согласно формуле количества натуральных делителей у них будет по 8 натуральных делителей. 

Комментарий 1: Как известно, 
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, где (1, (2, …, (р – степени простых множителей в разложении натурального числа k на простые множители.

Комментарий 2: В условии специально дано n>1000, иначе быстро можно найти пример трёх подряд идущих чисел 33, 34, 35, у которых по 4 натуральных делителя. В нашем же случае очень важно было знать разложение на простые множители числа 2015 и близких к нему чисел, что является обязательным для участника математических олимпиад. 
Вывод: При подготовке к следующим олимпиадам нужно ещё знать разложения на простые множители чисел 2016=25∙32∙7, 2017 – простое и т.д.
10 класс

1. Существует ли квадратный трехчлен ax2+bx+c, у которого коэффициенты a, b, с  и корни x1, x2 образуют (в некотором порядке) множество из пяти последовательных целых чисел? 

Ответ:  Да, например, 2x2–2 и –2x2+2, корнями которых являются числа 1 и (–1), которые вместе с коэффициентами образуют множество из пяти последовательных целых чисел от (–2) до 2.
[image: image77.png]


2. На большей стороне АС треугольника АВС отмечены такие точки К и L, что АК=АВ, CL=CB. Докажите, что центр О описанной окружности треугольника BKL является также центром вписанной окружности треугольника АВС. 

Доказательство: (АВК ( равнобедренный (АВ=АК), значит, серединный перпендикуляр к ВК является также и биссектрисой угла А. Аналогично серединный перпендикуляр к BL является биссектрисой угла С. Значит, точка пересечения серединных перпендикуляров к ВК и BL (центр описанной окружности (BKL) является также точкой пересечения биссектрис углов А и С (центром вписанной окружности (АВС), что и требовалось доказать.
3. Найдите наименьшее десятизначное число из различных цифр, делящееся на 11. Ответ: 1024375869. Решение:  Сумма цифр этого числа равна 45, а знакочередующаяся сумма цифр должна быть кратна 11 в силу признака делимости на 11, что возможно только тогда, когда она будет нечётной (иначе сумма цифр будет чётной), т.е. будет равна (11 или (33. Но в случае (33 одна из сумм по 5 цифр (на чётных или на нечётных местах) должна быть равна 6, а другая – 39, что невозможно, т.к. сумма пяти любых различных цифр будет не менее 0+1+2+3+4=10. Значит, знакочередующаяся сумма цифр равна (11, а суммы на четных и нечётных местах равны 17 и 28 (или наоборот). Чтобы число было минимальным, оно должно начинаться с меньших цифр 1023… Предположим, что первые четыре цифры будут такими, тогда каждая из сумм будет не менее 3+4+5+6=18 (т.к. 1+2=0+3=3), т.е. не будет суммы 17. Значит, число начинается с 10243 …, тогда сумма 1+2+3 с ещё двумя цифрами будет не более 6+8+9=23 , т.е. будет равна 17, а эти две цифры будут 5 и 6. Следовательно, расставляя оставшиеся цифры минимальным образом, получим число 1024375869.

4. Докажите для любых действительных чисел неравенство (x+y+z)2(2x2+3y2+6z2. Доказательство 1:   Возведём левую часть неравенства в квадрат, сократим подобные слагаемые и получим следующее равносильное неравенство 2xy+2yz+2zx(x2+2y2+5z2. Перенесём все слагаемые в одну часть и выделим три полных квадрата 
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, которые в сумме дадут неотрицательное число, что равносильно исходному неравенству. 

Доказательство 2:   Равносильное неравенство 2xy+2yz+2zx(x2+2y2+5z2 можно доказать, рассмотрев квадратный трехчлен относительно x, который всегда будет принимать неотрицательные значения  (x2–2x(y+z)+2y2+5z2–2zy(0), т.к. старший коэффициент 1 – положителен, а его дискриминант  D=4(y+z)2–4(2y2+5z2–2zy) = –4(y–2z)2(0.

Доказательство 3:   Рассмотрим два вектора 
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. Воспользуемся векторным неравенством Коши-Буняковского 
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. Подставим координаты наших векторов в данное неравенство и получим, что  
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, а это равносильно  требуемому нам неравенству 
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Доказательство 4:   Сразу воспользуемся обобщенным неравенством Коши-Буняковского-Шварца (a1b1+a2b2+...+anbn)2((a12+a22+...+an2)(b12+b22+...+bn2), которое справедливо для двух наборов любых действительных чисел a1, a2, ..., an и b1, b2, ..., bn. Рассмотрим наборы 
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, применим для них неравенство и получим требуемое [image: image78.wmf]нам неравенство.

Доказательство 5:   Сделаем замену переменных x=az, y=bz, тогда наше неравенство превратится в равносильное неравенство  (a+b+1)2z2((2a2+3b2+6)z2. В первом случае z=0 неравенство является очевидным, во втором случае z(0  получим неравенство (a+b+1)2((2a2+3b2+6), которое равносильно неравенству a2+2b2–2ab–2a–2b+5(0, что равносильно верному неравенству (a–b–1)2+(b–2)2(0. 

Доказательство 6:   Воспользуемся неравенством Иенсена (см. справа), с которым можно ознакомиться, например, по одноимённой статье О.Ижболдина и Л.Курляндчика  в журнале «Квант», №4 за 2000 год. Рассмотрим функцию f(x)=x2  и наборы чисел x1=2x, x2=3y, x3=6z, (1=
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, (2=
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, (3=
[image: image46.wmf]6
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, применив для которых неравенство Иенсена, мы получим требуемое нам неравенство.

Доказательство 7 (метод «кошизации»:():   Заметим, что неравенство имеет вид «сумма не меньше суммы произведений», значит, с высокой вероятностью это неравенство можно доказать с помощью неравенства Коши, сложив, явно три неравенства. Введём такие положительные коэффициенты a1, a2, b1, b2, c1 и с2, что из неравенства Коши для двух чисел следует: 
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. Пусть a1b2=b1c2=c1a2=1, a1+a2=1, b1+b2=2, c1+c2=5  (*) тогда сложим наши три вышеприведённых неравенства и получим требуемое нам. Значит, надо решить в положительных числах  полученную систему (*). Это нетрудно сделать, в результате получим: 
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, значит, существуют нужные нам для сложения три верных неравенства. Таким образом, нами доказано неравенство с помощью неравенства Коши, т.е. метод «кошизации»:( оказался действенным.

Комментарий: Все вышеописанные решения даны для того, чтобы была возможность готовиться к олимпиадам, зная достаточное количество методов доказательства классических неравенств. 

5. В треугольнике АВС (В=60°, а угол между медианами АА1 и СС1 равен 120°. Докажите, что треугольник АВС – правильный. (классическая задача)

Комментарий: см. задачу №2 для 11-го класса.
6. Пусть Sn=9(11+11(13(15+13(15(17(19+… – сумма из n слагаемых, в которой каждое слагаемое состоит из подряд идущих нечётных чисел, причём каждое следующее слагаемое содержит на один множитель больше и первый множитель в нём на 2 больше первого множителя в предыдущем слагаемом. Существует ли  Sn, которая является точным квадратом (т.е. квадратом целого числа)?  

Ответ: Нет такой суммы. Доказательство:  Самая первая сумма Sn=99 не является точным квадратом. Докажем теперь, что любая другая сумма делится на 3, но не делится на 9=32, значит, в разложении на простые множители содержит простое число 3 в первой степени, т.е. не может быть точным квадратом, т.к. точный квадрат содержит в своём разложении каждое простое число в чётной степени. Первое слагаемое 99 делится на 9, второе слагаемое 11(13(15(2(4(6(48(3 (mod 9), третье слагаемое 13(15(17(19(4(6((–1)(1(   –24(3 (mod 9), четвёртое слагаемое 15(17(19(21(23 делится на 9 за счёт двух кратных 3 множителей (15 и 21). Все остальные слагаемые содержат не менее шести подряд идущих нечётных чисел, среди которых согласно знаменитой лемме об арифметической прогрессии в каждой тройке подряд идущих множителей ровно один будет кратен 3, значит, среди первых шести множителей будут 2 множителя, кратных 3, т.е. будет делимость этого слагаемого на 9. Следовательно, S2 имеет остаток 3 при делении на 9, а все остальные суммы имеют остаток 6 при делении на 9, т.е. все эти суммы действительно делятся на 3, но не делятся на 9.

Комментарий: Самое первое число суммы 9 уже подсказывает модуль, по которому надо рассуждать в этой задаче.
11 класс 

1. Решите уравнение 
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Ответ: Решений нет.  Решение 1:   
[image: image52.wmf]2016

2015

1

cos

sin

cos

sin

2

2

>

=

+

³

+

x

x

x

x

.

Решение 2:   Т.к. обе части уравнения неотрицательны, то их можно возвести в квадрат: 
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. Противоречие.
Комментарий: Задача дана для проверки элементарных знаний школьной программы.
2. В треугольнике АВС (В=60°, а угол между медианами АА1 и СС1 равен 120°. Докажите, что треугольник АВС – правильный. (классическая задача)

Комментарий: Автору варианта этой олимпиады известно не менее полутора десятков принципиально разных решений этой задачи, которые будут разобраны на нескольких ближайших занятиях ШИТМ в ноябре-декабре 2015 года по понедельникам и вторникам. Приглашаем на занятия всех школьников, желающих узнать эти решения! Очень рекомендуется их узнать, т.к. у этой задачи действительно много удивительно красивых решений, при этом школьники, как правило, решают эту задачу двумя стандартными способами, воспользовавшись либо теоремой синусов, либо теоремой косинусов. Кроме того, задача обладает непонятной сложностью, поэтому в 11-м классе она поставлена под номером 2 как средне лёгкая, а в 10-м классе – под номером 5 как трудная. 
3. Найдите все квадратные трехчлены ax2+bx+c, у которых коэффициенты a, b, с  и корни x1, x2 образуют (в некотором порядке) множество из пяти последовательных целых чисел. 

[image: image79.png]AN



Ответ: 2x2–2 и –2x2+2, корнями которых являются числа 1 и (–1), которые вместе с коэффициентами образуют множество из пяти последовательных целых чисел от (–2) до 2. Решение:  Заметим, что корни симметричны относительно числа (
[image: image54.wmf]2
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), а расстояние между ними (как и любыми двумя числами набора) не больше 4, что следует из условия пяти последовательных целых чисел. Кроме того, |b|(2, иначе расстояние между числом b  и одним из корней (дальним от него из симметричных относительно (
[image: image55.wmf]2
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)) будет не меньше 3+1,5+0,5=5 – противоречие. Заметим также, что невозможен корень 0, т.к. в этом случае коэффициент с также равен 0 – противоречие. Разберём все случаи коэффициента  b и возможной пары симметричных относительно (
[image: image56.wmf]2
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) корней x1<x2, отличных от 0, находящихся между собой на расстоянии не более 4. Отсечём случаи разности 5 (между b и корнем)  и повтора чисел (b и корня). Останутся два случая квадратных трехчленов a(x+1)(x–1)=ax2–a и a(x+2)(x–2)=ax2–4a. Первый трехчлен нас устраивает при a=(2, второй  трехчлен не устраивает, т.к. между коэффициентами a и c= –4a расстояние |5a|(5 – противоречие. 

4. Взяли некоторое пятизначное число и все пятизначные числа, получающиеся перестановками его цифр. У каждого из них нашли остаток при делении на 11. Докажите, что есть остаток, который ни разу не встречается среди полученных. 

 Доказательство:  Пятизначное число 
[image: image57.wmf]abcde

 можно представить в виде суммы 10000a+1000b+100c+10d+e = (9999a+1001b+99c+11d) + (a–b+c–d+e). В последнем выражении сумма в первых скобках делится на 11 за счёт кратных 11 коэффициентов. Значит, остаток от деления числа 
[image: image58.wmf]abcde

 на 11 таков же, как остаток от деления на 11 числа         a–b+c–d+e = (a+b+c+d+e) – 2(b+d). Таким образом, остаток от деления на 11 пятизначного числа, полученного перестановкой цифр данного, целиком определяется тем, какие цифры оказались на втором и четвёртом местах. Но из пяти данных цифр можно выбрать две только 
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 различными способами. Поэтому перестановки цифр данного пятизначного числа могут при делении на 11 давать не более 10 различных остатков. Значит, есть остаток, который ни разу не встречается.
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Комментарий: Фактически в задаче надо применить свойство натуральных чисел при делении на 11, связанное с тем, что оно по модулю 11 сравнимо со своей знакочередующейся суммой цифр, начиная с разряда единиц (N ( S((N) (mod 11)).  Участники олимпиад 11-го класса всегда должны быть готовы к тому, что у них проверят знание свойства равноостаточности натурального числа и его знакочередующейся  суммы цифр при делении на 11, как и 9-классники должны быть готовы к задачам на похожее свойство сравнимости числа с его суммой цифр по модулям 3 и 9.

5. Положительные числа a, b, с  удовлетворяют условию 
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Доказательство: Возьмём на плоскости такие точки Р, А, В и С, что РА=a, PB=b, PC=c, (АРВ=90°, (ВРС=150° и (СРА=120°, причём эти три угла образуют развёрнутый угол в 360°. Тогда согласно теоремам Пифагора и косинусов из условия  
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 следует, что АВС – правильный треугольник со стороной 1, внутри которого взята точка Р. Повернём треугольник АВС на угол 60° так, чтобы образовался ромб АВСС’. При этом повороте треугольник АРС перейдёт в треугольник АР’C’, где РР’=a в силу правильности треугольника APP’, Р’C’=PC=c в силу свойств поворота. Тогда ломаная BPP’C’ будет длиннее расстояния ВС’ между её концами, т.к. (BPP’=90°+60°=150°(180° и точки В, Р и Р’ не будут лежать на одной прямой. Но по теореме косинусов для треугольника АВС’ получим, что 
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, а ВР+РР’+P’C’=b+a+c, значит, 
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, что и требовалось доказать.

Комментарий: Идея подобного поворота применяется при доказательстве того, что точка Торричелли в остроугольном треугольнике является точкой Ферма. С доказательством этого факта можно ознакомиться в книге Я.П.Понарина «Элементарная геометрия. т.1.» на с.111 (см. ниже).
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6. В ряд лежит бесконечное (в правую сторону) количество коробок (номера 1, 2, 3, …) так, что в первой коробке лежит 100 камешков, а остальные коробки – пустые. За один ход можно из некоторой коробки (с номером K) убрать один камешек и положить в следующую коробку (с номером K+1)  три камешка. Найдите наибольшее натуральное число n такое, что всегда найдётся коробка, в которой не менее n камешков. 

Ответ: 67. Решение: Будем считать, что изначально каждый камешек в первой коробке имел вес 1, а далее при выполнении каждой операции камешек как бы делится на три камешка в три раза меньшего веса. Значит, суммарный вес всех камней будет постоянным, равным 100. Пусть у нас в некоторый момент в первой коробке лежит k1 камешков, во второй – k2 камешков и т.д., а n  – это нужное нам значение наибольшего количества камешков в коробках.    Тогда суммарный вес всех камней равен 
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, где мы воспользовались формулой суммы убывающей бесконечной геометрической прогрессии. Тогда 3n(200, т.е. n(200/3. Значит, наибольшее значение натурального числа n будет равно 67. В качестве примера подойдёт следующий. Из первой коробки заберём 33 камешка, оставив 67, во второй коробке станет 33∙3=99 камешков. Теперь из второй коробки заберём 32, оставив в ней 67, в третьей коробке станет 32∙3=96. Затем из третьей коробки заберём 29, оставив в ней 67, в четвёртой коробке станет 29∙3=87. Потом  из четвёртой коробки заберём 20, оставив в ней 67, а в пятой получим 20(3=60 камешков. В результате мы добились того, что в каждой коробке сейчас не более 67 камешков, что нам и требовалось.
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