IV Нижегородская компьютерно-рисуночная устная геометрическая олимпиада «КРУГ». 
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1. Точкой Жергонна треугольника называется точка G пересечения прямых, соединяющих вершины треугольника с точками касания вписанной окружности. Постройте точку Жергонна по трём точкам касания вписанной окружности со сторонами треугольника. (Свободны три точки касания.) (Сначала с помощью серединных перпендикуляров к отрезкам, соединяющим данные точки касания, построим центр описанной окружности треугольника из трёх точек касания, который является центром вписанной окружности I. Затем восстановим перпендикуляры к радиусам в точках касания, которые при пересечении дадут нам три вершины треугольника. После этого построим точку Жергонна G как точку пересечения прямых, соединяющих вершины треугольника с точками касания вписанной окружности.)
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2. Постройте треугольник АВС, в котором  (С=30( и АВ=2АС. (Свободны точки А и В.) (Построим равносторонний треугольник АВО, окружность с центром  О и радиусом АВ. Найдём точку С пересечения этой окружности и окружности с центром А и радиусом АВ/2.) 
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3. Постройте в окружности хорду CD, пересекающую хорду АВ в точке Р так, что СР=3РD. (Свободны точки А и В, частично свободны центр окружности О и точка Р.) (Точку О отметим на серединном перпендикуляре к отрезку, построим окружность. Затем применим гомотетию с центром Р и коэффициентом (-3). Точки пересечения окружности и её образа при гомотетии дадут нам два возможных положения точки С. Затем проведём оба луча СР и найдём точки D как пересечение этих лучей с окружностью.)

[image: image4.png]812. Toukm Bpokapa

5.126*. a) Jlokaxure, 970 BHyTpH Tpeyroabunka ABC cymecTByeT Takaa
rouka P, uro /ABP = /CAP = /BCP.

6) Ha cropomax Tpeyromsunka ABC BHemmmnM 06pasoM HOCTPOEHHI HO-
gobuete emy Tpeyroasuuku CA;B,CAB; u C;AB (yriasl mpu HepBHIX Bep-
IIMHAX BCEX YETHIPEX TPEYTrOJALHUKOB DaBHH W T. 4.). llokaxure, 910 mps-
meie AA1, BB, u CC; nepecekaioTca B OJHOM TOUKE, IPUIEM 3Ta TOIKA COBIA-
A3eT C TOIKOM 3aJadHd a).

Touky P nasmBaioT mourot Bpoxapa Tpeyroasunka ABC. AHaIOrMYHO JOKA3HI-

BaETCA, YTO CYLIECTBYET €Ille M BTOpasd Touka Bpokapa @, ama xoropoun LBAQ =
= /LACQ = ZCBQ.



4. Постройте треугольник АВС, в котором центр описанной окружности О, центр вписанной окружности I  и вершины В и С лежат на одной окружности. (Свободны вершины А и В, частично свободна вершина С.) (Нужным нам свойством обладают только треугольники с (А=60(, что нетрудно доказать. Пусть (А=(, тогда (BIC=90(+(/2, (ВОС=2(. Разобрав два возможных случая расположения точек I и O относительно прямой ВС, получим либо (BIC=(ВОС, т.е. (=60(, либо (BIC+(360(((ВОС)=180(, т.е. (=180(, что невозможно. Комментарий: Заметим, что по лемме о трезубце: CM=BM=IM, где М – середина дуги ВС, противолежащей вершине А. В нашей задаче ещё и точка О оказалась на окружности с центром в точке М.) 
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5. Постройте выпуклый четырёхугольник ABCD, в котором равны стороны АВ и CD  и равны диагонали АС и BD. (Свободны точки А, В и С. Все построения сохранить на чертеже.) (Надо построить равнобочную трапеция, т.к. нетрудно доказать, что наш четырёхугольник окажется такой трапецией. Построим серединный перпендикуляр к стороне ВС, а затем точку D, симметричную точке А относительно этого перпендикуляра. Комментарий: некоторые алгоритмы построения, например, через окружности с центрами С и В и радиусами АВ и АС соответственно,  могут привести к тому, что при движении точки С по плоскости не всегда будет получаться нужный нам четырёхугольник.)

6. Первой точкой Брокара треугольника XYZ называется такая точка Br1, что (XYBr1=(YZBr1=(ZXBr1. Постройте эту точку.  (Свободны все вершины треугольника XYZ.) (Проведём через Х прямую lX, [image: image6.wmf]перпендикулярную XZ и найдём точку О1 её пересечения  с серединным перпендикуляром c к стороне XY. Аналогично построим точку О2 пересечения прямой lY, проходящей через Y перпендикулярно XY,  и серединного перпендикуляра a к стороне YZ. Точка Брокара Br1 будет точкой пересечения окружностей с центрами О1 и О2  и радиусами О1Y и О2Y  соответственно, что следует из свойств вписанных углов и углов между секущей и касательной. Точку Брокара можно построить и по-другому, например, воспользовавшись задачей 5.126 [image: image7.png]Hoxkaszarenbcrso 2. IlpuMeM Bo BHHMAaHIE, UTO TOUKH, CHMMET-
PIdHBIe OPTOIEHTPY H TpeyTroJbHIKA OTHOCHTEILHO €T0 CTOPOH U CepeIiH
CTOPOH, HpIHA,JIEZKAT ONHCAHHOI OKOJIO TpeyToJIbHIIKa OKPY KHOCTH (3a/1a~

E 1 o
4a 4.2). 3amamm rovoTeTio ¢ tenTpoM H 1 kosddummenTom 3 TIpu sroit
TOMOTETHII TPooGpa3aMu JIeBATH TOYEK, PACCMATPHBAEMEIX B TeopeMe, SB-
JIAIOTCH TOYUKH OMHCaHHOi okpyzHOocTH (puc. 39). Tomorernsi orobpazkaer
OIHCAHHY 10 0KOJI0 TpeyTosbinka ABC okpyxuocts (O; R) Ha OKpyKHOCTD

1 .
(E: 51?), KOTOpOii IIPIHA/[JIeXKaT Bee JIeBATH YKA3aHHBEIX B T€OPEMe TOUYeK.
Tockombky O — E, To E — cepenuna OH.

1
OxpyxKHOCTD (E: 51? HA3BIBAIOT OKPYIHCHOCTILIO DC6AMU TNOYER Tpe-

YTOJBHIKA. «JTa OKPYZKHOCTD — IIePBOEe BOJHYIOIIEE, ¢ TeM MBI BCTpedaeN-
csl B Kypce SJIeMeHTapHOiT reoMeTpumy, — rosopmt Jammsns ITio.

HraKk, OKpY’KHOCTB JEBATH TOUEK TPEYTOJIbHIKA TOMOTETHIHA €ro
OIIICAHHON OKPYZ?KHOCTH OTHOCHTEJILHO OPTOIEHTPA STOTO TPEeyrojIbHUKA.
OKpyzKHOCTD JeBATH ToUYeK TpeyrosbHuka ABC' omicana OKOJIO ero cepe-
aumsOoro rTpeyrosbuuka A;BiCy u okosio ero oprorpeyrosbunka Hy HyH,.

6.2. Teopema Peitepbaxa. B 1804 1. OKpy’KHOCTB JeBATH TOUEK ObLila
yxe mspectHa. Uuorga ee npumuceBator JI. Diinepy, koropeii B 1765 T
JIOKa3aJl, 9TO CepeJNHHBIN TPEYTOJbHHK I OPTOTPEYTOJBHIK JAHHOTO
TPeyroJIbHAKA HMeOT oGIIyIo OmHCaHHYI OKpyxHOCTh. Kapsr ®eitepbax
(1800—1834), Hemerkuit MmaTeMarTHK, Gpar nssecrHoro duocoda Jlomsm-
ra Qeifepbaxa, JacTHIHO IEPeOTKPHIT pesyibrar Diiepa m B 1822 romy
JIOKa3aJI ellle OJ[HO yAUBHTETbHOE CBOHCTBO OKPYZKHOCTI J€BATH TOYEK.



из §12 главы 5 книги В.В.Прасолова «Задачи по [image: image8.wmf]планиметрии». Это построение можно осуществить с помощью параллельности и симметрии.)
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7. «Дана полуокружность с центром O и диаметром AB. На ней расположены точки P и Q (AP < AQ). Лучи AP и BQ пересекаются в точке R. Оказалось, что ортоцентр H треугольника PQR лежит на полуокружности.» (Постройте чертёж, на котором точки А и В ( свободны, точка R – частично свободна.) (Пусть (PRQ = (. Тогда (PHQ = (–( (угол между прямыми QH и PH равен углу между перпендикулярными им прямыми AR и RB). Так как H лежит на полуокружности (очевидно, на меньшей дуге PQ), получаем, что (PAQ = (. Значит, треугольник ARQ ( прямоугольный равнобедренный с острым углом (, откуда ( = (/4. Значит, (AQH = (/4, (AOH = 2(AQH = (/2. Тогда Н ( середина дуги полуокружности, а точка R лежит на дуге окружности с центром в Н и радиусом НА. Нужные нам построения теперь  очевидны.)
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8. Постройте треугольник АВС по вершине А, ортоцентру Н и центру описанной окружности О. (Свободны точки А, Н и О.) (Воспользуемся тем, что Н и О лежат на прямой Эйлера вместе с точкой пересечения медиан М, которая делит отрезок НО в отношении НМ:МО=2:1 (см., например, §4. «Четыре замечательные точки треугольника» на стр. 34-41 в книге Я.П.Понарина «Элементарная геометрия. Том 1.»). Разделим с помощью теоремы Фалеса отрезок НО на 3 части и отметим на нём точку М. Затем построим середину М’ стороны ВС с помощью гомотетии: 
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. Затем через точку М’ проведём прямую, перпендикулярную прямой АН, и отметим на этой прямой точки В и С пересечения с окружностью с центром О и радиусом ОА.)
9. Постройте  центр описанной окружности треугольника, воспользовавшись ровно девятью действиями, если при этом запрещено пользоваться операциями «окружность», «биссектриса», «серединный перпендикуляр», «перпендикулярность», «параллельность», «поворот», «осевая» и «центральная симметрия», «параллельный перенос» и стандартными многоугольниками. (Свободны вершины треугольника; показать весь алгоритм построения.) (Сначала построим проекции Н1 и Н2 вершин А и В на противоположные сто[image: image11.png]


роны исходного треугольника АВС. Затем проведём прямые АН1 и ВН2, отметим их точку пересечения Н – ортоцентр треугольника. Последовательно отметим середины трёх отрезков: ВС – точку А1,  АН – точку А2, А1А2 – точку Е, которая является центром окружности девяти точек. После этого отобразим Н центрально симметрично относительно точки Е (т.е. в условиях нашей задачи применим гомотетию с центром Е и коэффициентом (-1)), что даст нам центр описанной окружности О. Построение следует из свойств окружности девяти точек: см., например, п. 6.1. на стр. 48 из книги Я.П.Понарина «Элементарная геометрия. Том 1.» про окружность девяти точек.)
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10. По двум пересекающимся прямым с равными скоростями движутся две точки А и В. Построить такую точку М плоскости, которая во все моменты времени равноудалена от А и В. (Свободны обе прямые, частична свободна точка А на одной из прямых, стартовое положение точки В также должно меняться в зависимости от некоторой  частично свободной точки СВ на второй прямой.) (Нужная нам точка М будет точкой пересечения серединных перпендикуляров к отрезкам А1В1 и А2В2, где А1, А2 и В1, В2  соответственно положения точек А и В в два разных момента времени. Треугольники А1А2М и В1В2М будут равны по трём сторонам ( один треугольник получается из другого поворотом на угол АОВ с центром М (см. задачу №144 из книги И.Ф.Шарыгина «Задачи по геометрии. Планиметрия.» (серия “Библиотечка «Квант»“, выпуск 17, с.39)). Нужные построения лучше всего делать с помощью проекции на прямую, параллельную первой, и симметрии относительно биссектрисы между этой новой прямой и второй прямой. Комментарий: При построении с помощью параллельных переносов и окружностей могут возникнуть проблемы с движением точки В, которая будет менять направление движения. Заметим также, что нужная нам точка М является точкой пересечения построенной биссектрисы и описанной окружности треугольника АВО.)
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